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On ttudie dans cet article le probleme de Cauchy-Dirichlet pour 
des equations paraboliques non lineaires de la forme 
ou OL et p sont deux nombres > 1. On donne dans la premiere partie 
un theoreme d’existence pour 01 assez petit (CX < p + 1). Le resultat 
est obtenu en construisant des solutions approchees a l’aide d’une 
methode de semi-discretion et en passant a la limite g&e d un rksultat 
de compacite de [2] et g des proprietes de monotonie. Dans le 
2itme partie, on generalise le resultat au cas oh a est quelconque en 
utilisant cette fois une methode de discretisation en x et t, et en 
ameliorant un peu les techniques de la premiere partie. Le probleme 
de l’unicite n’est pas aborde. 
En posant z1 = ) u /ae2u, on resoud ainsi des equations paraboliques 
non lineaires dCgCnCrCes de la forme 
av 
at - z + [ I+ (I -3 I=‘-+4 jp--l + (I v I-,] =f, ; + -$ = 1. 
On generalise et on precise ainsi des resultats de [2] obtenus pour 
p = 2 et on complete le resultat annonce dans [6]. 
I. UN PREMIER RItSULTAT D’EXISTENCE 
1.1. ivotations 
Soit Sz un ouvert borne de l’espace euclidien IJP de point generique 
x = (XL )..., xr,J. On designe par Corn(Q) l’espace des fonctions reelles 
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indtfiniment di@rentiables a support compact dans 51, par L&Q), 
1 < q < co, l’espace des (classes de) fonctions reelles VI, mesurables 
pour la mesure de Lebesgue dx, et telles que 
II cJ I&@, = (s, I w(x)lQ dx)lh < co. 
On designe par W,l(lca) l’espace des (classes de) fonctions w  EL&Q) 
telles que toutes les d&iv&es premieres (prises au sens des distribu- 
tions sur Q) &J/~x~ EL&J) avec la norme 
par fig1(52) l’adhtrence dans F&l(S) du sous-espace Csm(.Ca). On 
munira E$‘el(ica) de la norme 
I141w,r(Q) =[I,( gI+~r)q” 
qui est Cquivalente a la precedente dans &‘,rl(S). On dtsigne par 
IV;‘@), l/q + l/q’ = 1, le dual fort de J@al(Q). 
Si X est un espace de Banach, on note CO([O, T]; X), 0 < T < 00, 
l’espace des fonctions continues sur [0, T] a valeurs dans X. On 
designe par L&O, T; X), 1 < q < 00, l’espace des (classes de) fonc- 
tions t ---t o(t) qui sont Lg sur (0, T) B valeurs dans X avec la norme 
Modification habituelle pour q = 00. Si w  E Lg(O, T; X), on note dw/dt 
la dCrivCe de w  au sens des distributions sur IO, T[ 21 valeurs dans X. 
1.2. EnoncC du th&&me d’existence 
THI~OR~ZME 1 .l . On considire deux no&es rkls a, p > 1 et 
p’ = p/(p - 1). On suppose que a < p + 1. Soientf et u, deux fonctiom 
telles que 
f, dfldt &4X T; K?@>>, WI 
ug E t#y(!a) n L&2). 0.2) 
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Ah il existe me fonction u satisfaisant ci 
u(0) = uo . (1.7) 
Remarque 1.1. Si une fonction u vCrifie u EL&O, T; La(Q)) et 
d/dt( 1 u l(a-2) 12u) E L,(O, T; La(Q)), on a 1 u J(a-2)/2u E Co([O, TJ; L,(Q)) 
d’oh u E CO([O, Tj; L&2)) et la condition (1.7) a bien un sens. 
1.3. M&o& de semi-discrt%isation 
Pour construire des “solutions approchees” des equations (1.6) et 
(1.7), on discrttise la variable t. Soit N un paramkre entier > 0 
destine B tendre vers +co; on pose k = T/N. On cherche une suite 
uk = (Ukn)04n<N de tip’(Q) n L,(Q) solution des equations 
=-- ; fykf(t) dt, n = 0, l,..., N - 1, wf9 
uk o=u 0’ (1.9) 
11 est clair que l’operateur 
est borne, hemicontinu, strictement monotone et coercif de 
$,l(ln, n L(sd) d ans e?(Q) + L,(Q) = [tip’(Q) n L,(Q)]‘. 11 rC- 
sulte alors de [l] par exemple que, connaissant Ukn E L&2), l’equa- 
tion (1.8) admet une solution unique uE+l E ?@p1(L2) n L,(Q). 
La suite u, &ant ainsi obtenue, on d&nit la fonction fl,u, dkfinie 
sur (0, T) a valeurs dans wpl(Q) n L,(Q) par 
q&(t) = ff;+l, nk < 5 < (n + l)K, 71 = 0, I,..., N - 1. (1.10) 
Le probleme est de montrer que, lorsque k -+ 0, flkt+ converge dans 
un sens convenable vers une fonction u vdrifiant (1.3),..., (1.7). 
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1.4. Rkultats prdliminaires 
LEMME 1.1. Soient a un nombre de1 > 1 et a' = a/(a - 1); on a 
(I 5 IaL-2t - I 77 iam 2 f (I 5 I’ - I77 I”), (1.11) 
(I I P25 - I 7 la-271)(it - 77) 2 +)(I 51(“-2)/2t - I 7 l(a-2)h)2, 44 > 0, 
(1.12) 
quels que soient 5, q E Iw. 
La vtrification de ce lemme est Clbmentaire. 
Dans toute la suite, on dbignera par (,) le produit scalaire qui 
met W&Q) + L&2) et tip’(Q) CT L,(Q) en dualitC. 
LEMME 1.2. Si a et p sont deux nombres rkek > 1 et si v est une 
function telle que 
on a 
fi/dt(l v y-b) EL,*(O, T; r4p(l2)), 
~~(~(Ivl~-~),~)dl=~(llw(T)l~~D,-llv(o)l~cn,). (1.14) 
0 LI 
Dimonstration. 11 est commode de prolonger la fonction v en une 
fonction v” dChie sur [- T, 227 par 
G(t) = w(4), --T<t<o 
= v(t), O<t<T 
= v(2T - t), T<t<2T 
11 est clair que 
~E~([-T,~T];L&Q)), $(I 6 I=-%)EL,,(-T, 2T; W,;l(sZ)). 
On peut done considkrer l’expression 
X, = ; (-(I a(t)%0(i) - 1 6(t - k)la-%(t - k), 6(t)) dt. (1.15) 
On a 
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On voit immediatement que, lorsque k -+ 0, 
[t+‘j k I-, $ (I 6 I”-2f9(s) ds] + -g (I ZJ P-v 
dans Lp,(O, T; W$(sZ)) fort 
de sorte que 
$l$ = j’(” o dt (I TJ lo-24, v) dt. + 
D’autre part, on a d’aprts (1.11) 
(1.16) 
d’oti 
ce qui donne puisque B E C”( [- T, 2T]; L,(Q)) 
;.j Xk 3 f [II Q)I~ 
CL (*) - II 4O)l~ ct (J. 
(1.17) 
On dCduit de (1.16) et (1.17) 
j; (-$ (I v la-24, v) dt 2 f [II G’2~ (n) - II 4O,l&J. (1.18) oi 
Pour montrer 1’inCgalitC inverse, on considhre cette fois l’expression 
Yk = $ j:(l a(t + k)l=-%T(t + k) - 1 a(t)/=-“i?(t), i?(t)) dt (1.19) 
En raisonnant de manihre analogue et en remarquant que 
on trouve 
ljlr$Y*= -a ,: ($ (I ZI I+& +t < & [II Q)l~ a (n) - II W9l~ a (J (1.20) 
Le lemme rksulte alors de (1.18) et (1.20). 
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Donnons maintenant des resultats de compacid. Soient B et B, 
deux espaces de Banach tels que B C B, avec injection continue, S une 
partie de B telle que AS C S quel que soit le scalaire A. On suppose 
que S est muni d’une fonction e, + M(V) de S dans 08, avec 
M(w) definie 20 sur S, M(k) = 1 h I&I(w), (1.21) 
l’ensemble {w 1 w E S, M(w) < l} est relativement compact dans B. (1.22) 
On a alors le resultat suivant (cf. [2]). 
LEMME 1.3. On suppose que (1.21) et (1.22) ant lieu. Soit 
9 = 
I 
w  1 w  localement sommable sur [0, T] ci waleurs dam B, , 
I 
T 
M[w(t)]“” dt < c,, , 
0 
(1.23) 
awec 1 < q. , or < 0~). Alors .F CLJO, T, B) et 4G est rehtiwement 
compact dans L,JO, T; B). 
On utilisera plutot une variante du lemme precedent. 
LEMME 1.4. On suppose que (1.21) et (1.22) ont lieu. Pour tout k, 
on se donne une suite ok = (wkn)OQnGN de S telle que 
k t M(w~)QO < co, 
n=o 
(1.24) 
awec 1 < q. , qI < co. Alors de la suite (17kw,), on peut extraire une suite 
(17gwk*) qui conwerge duns LJO, T; B) fort lorsque k’ --f 0. 
La demonstration est analogue a celle du lemme 3.3 de [5]. 
1.5. Majorations ci priori’. 
(1) Dans la suite c, designera diverses constantes independantes 
de k. Nous commencons par Ctablir des majorations b priori pour les 
solutions approchees semi-disc&es uk . 
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On dCduit de (1.8) pour n .= 0, l,..., N - 1 
= ucn, 4”) (1.25) 
oh fkn = l/k J$+“” f(t) dt. On remarque alors que d’aprh (1.11) 
(I 4I+l la-24+1 - I uk” lam2Ukn, 4”) Z f (II uI+l I[ 
a 
(n) - il ukn Ic 
B 
& 
et que 
- g (& (1 $g lD-2 S), 4+y = II 4+l Il;91(“) * 
L’Cquation (1.25) entraine done 
y&o 4” I! < (fk%, 4”). a (*) - II Fsn I! 0 (*)I + II .;+lII; ‘(n) P 
Mais on a d’aprbs 1’inCgalitC de Young 
oh l > 0 est arbitraire. On obtient pour n = 0, l,..., N - 1 
II 4+l II; 
a 
@) - II uk” 11; 
Q 
(n) + (1 - 4 ~‘J44” ii; I(n) 
Y 
s 
(n+l)k 
< cp' nk II fPIl$;l,,, dt. (1.26) 
En sommant les Cquations (1.26) de tl = 0 a n = s - 1 (1 < s < N), 
on trouve 
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(1.28) 
(2) Pour obtenir des estimations supplCmentaires, nous prenons le 
produit scalaire de (1.8) avec $+I - ukn. I1 vient 
?I+1 a-2 nfl 
;(I uk 1 I(k - i Ukn la--lUkn, UE+* - Uk”) 
(1.29) 
On dCduit de (1.11) que 
d’oh 
1 
I f I”-“f(f - 7) 3 -(I f IP - i 77 IP), 
P 
Vf, 77 E lQ 
c’est-h-dire 
De mCme, on dCduit de (1.12) que 
(I u;+l l--Pu;+l - 1 uk” y2ukn, u;+’ - UC) 
> c(a)(ll I u;+l p-2)‘2u;+1 11; 
0 
(n) - 11 1 ukn p-2)‘2uk” 11; 
0 
(n) . 
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L’Cquation (1.29) entrahe done pour n = 0, l,,.., N - 1 
En sommant les Cquations (1.30) de n = 0 B n = s - 1 (1 < s < N), 
on trouve 
(1.31) 
On remarque maintenant que 
S-l s-2 
z. (fkn, c1 - up) = - 1 (f;” -fk%, td;“) + (f;-‘, tdk’) - (fk’, tdk’). 
n-0 
Or 
(1.32) 
d’oh 
9-2 
ix 
(f:+l - fkn, u;+l 
PI=0 )I 
E &ant un nombre > 0 arbitraire. I1 est alors facile de vkifier que 
(s-l'k f(t + k) -f(t) s !I P’ 0 k 11 w,;‘(n) 
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On obtient ainsi 
D’autre part 
ce qui a un sens puisque f~ CO([O, T]; IJJ’;~(A~)) d’aprb (1.1). De 
mCme 
Icfk”, %“)l < llfkO IIW,;‘(qll uo II* I@ 9 d 41 110 11% ltn) 0 + c,llf I!’ (o T.W-lcR)) . m 8, # 
(1.35) 
On dCduit done de (1.32) ,..., (1.35) 
et en vertu de (1.28) 
s-1 
/ ;ocfP9 4+l 1 - ukn) d 41 %cS 11; ‘(n) + cc’. p (1.36) 
L’inCgalitC (1.3 1) entrdne d’aprhs (1.36) 
On en conclut que 
k ?.y,,I u;E+l l(a-2)/24+lk~ I +?I p-2~12q2 ~ c, 
(1.38) 
n-o L,(Q) 
(3) 11 reste h majorer 
max II 
1 u~+ly-2u~+1- 
O<n<N-1 k I uk” ‘“-2u’” II 
. 
w;'(n) 
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Pour cela, on dCduit de 1’Cquation (1.8) que 
1.6. Dbmonstration du thhhe 1.1 Passage h la limite 
(1) PrCcisons d’abord quelques notations. On dksigne par A l’opC- 
rateur non-linkaire de L,(O, T; J$‘~l(ln)) dans L,(O, T; W.(Q)) d&hi 
Par 
(1.41) 
si Ok = tvkn)OGnGN, on dksigne par Vknkvk la fonction dhfinie sur 
(0, T) par 
. 
(v,&&)(t) = ’ ($+l - v,“), 
k 
nk < t < (n + l)k, n = 0, l,..., N - 1. 
(1.42) 
I1 rhulte des majorations h priori (1.27), (1.38), (1.39) et (1.40) que 
I79, reste borni: dans L,(O, T; T@D1(Q)) et dans L,(O, T; L,(Q)), 
A(n;Cu,) reste born6 dans L-(0, T; W;;l(Q)), 
/ n& l(or-2)‘2nkuk reste born6 dans L,(O, T, L,(Q)), 
V,(l l7,u, /(~-2)‘217kuk) reste born6 dans L,(O, T; L,(L?)), 
1 n#& 1’“-2nkuk reste born& dans L,(O, T; L,jQ)), 
Vk(l nkuk IU-217k~k) reste born6 dans L-(0, T; W;;.l(Q)), 
1 ukN I=+hkN reste born6 dans L,(Q). 
(1.43) 
On peut done extraire de la suite (IIkuk) une sous-suite notde de la 
m&me faGon telle que 
IIl,u, ---f u dans L,(O, T, @91(Q)) “weak-star” et dans 
L,(O, T; I&J)) “weak-star”; 
A(17,u,) -+ g dans Lm(O, T, W$(Q)) “weak-star”; 
(l-44) 
(1.45) 
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1 17,~~ j”-217kuk -+ et dans L,(O, T, L,)(Q)) “weak-star”; 
V,( 1 l7p, ~a-2~ku,) + dw/dt dam L,(O, T; W;?(Q)) “weak-star”; 
1 Rauk j(a-2)/2J7kuk + w dam L,(O, T; L,(Q)) “weak-star”; 
V,. 1 lIkuk j(~-~)l~lI~,) -+ dw/dt dans L,(O, T, L.,(Q)) faible; 
1 l&N I”-?@ -+ x dans L,(Q) faible. 
(2) On va appliquer le lemme 1.4 avec 
s = {v 1 1 w  la’-% E EvDl(12)}, 
(1-W 
(1.47) 
(1.48) 
(1.49) 
(1.50) 
M(W) = [ f J‘ j &, (I v I”‘-%) I* dx] l’ca’-l’p. 
j-1 R I 
Alors, si (CL’ - 1) p > 1, c’est-h-dire si 01 < p + 1, on vkrifie aiskment 
que {KJ 1 w  E S, M(o) < l} est relativement compact dans L~,*&Q). 
On prend alors B = ,?&~-,~,(1;2) et B, C W’?(Q), B, CLt,*-,,,(Q) avec 
injections continues ce qui est loisible. On pose 
vkn = 1 z&n y--22&n. 
On dtduit alors des majorations (1.39), (1.40) et du lemme 1.4 que, 
quitte Zi extraire une nouvelle sous-suite, on a 
l&w, = 1 &uk Ia-21Jkun + w  dans &JO, T; L(,,,,,(G)) fort 
et presque partout dans Q x 10, T[ (1.51) 
Puisque la fonction E -+ I e 1”-25 est monotone, (1.44) et (1.51) 
entrainent 
ZJ = 1 u y--224. (1.52) 
En utilisant un argument analogue, on trouve 
w  = 1 1( p-2)44. (1.53) 
(3) On a ainsi prouvC que u satisfait aux conditions (1.3), (1.4), 
(1.5). VCrifions maintenant que la fonction u satisfait B 
d/dt(l u l~-~u) + g = f (1.54) 
au sens des distributions sur IO, T[ h valeurs dans W.?(S) et B 
40) = uo , u(T) = 1 x le’-2x. (1.55) 
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Soit 2, E Corn(Q) et soit # une fonction continue sur [O, T] B valeurs 
rkelles. D’aprks (1.8), la suite uk satisfait h 
n-t1 u-2 v&+1 
; (I uk 1 uk - 1 Ukn la-‘Ukn, v) $(nk) + (A(u”,+l), w) $(nk) 
1 (n+l)k 
=- 
k s (f(t), 4 e4 dt. nk 
(1 S6) 
En multipliant par k et en sommant (1.56) de n = 0 B n = N - 1, 
on trouve 
j :  (vk(l nk”k ia-2nkUk), v)#k dt + 1: (A(nkuk), +k dt = 1: (f> +hk dt 
(1.57) 
avec &(t) = #(nk), nk < t < (TZ + 1) k, 7t = 0, I,..., N - 1. En pas- 
sant A la limite dans (1.57) g&e B (1.49, (1.47), et (1.52), on obtient 
j: ($ (I u I”-‘4, w) (It dt + j: (g, +I dt = jr (f, w)# dt (1.58) 
pour tout ZI E C,m(Q) done pour tout w E I&‘P1(Q). On en dCduit (1.54). 
Soit # E Cl([O, TJ); on dCduit de (1.56) si v E C,“(Q) 
- tl (1 Ukn /a-2ukn, G&4 - +[(n - 1)W 4 k f (A(Ukn), VI+@ - 1)k) 
7l=l 
= “t’ j’““‘” [f(t), w) #(nk) dt + (1 u,, i=-2uo, w) 4(O) - (/ ukN j”-2ukN, w)$( T) 
n-0 nk 
(1.59) 
d’oh en passant A la limite comme prCcCdemment et en utilisant de 
plus (1.50) 
- i : (I u P2u, v)z dt + j; (g, 44 dt 
= 
I 
1 (f, 4# dt + (I uo /a-2~o 7 4 VW) - (x3 4 3LG’l (1-W 
D’autre part, (1.58) d onne par inthgration par parties, ce qui est 
loisible 
- 1 ~(/ul"-2v)~~~ + j;(g.w)#dt 
= s )L 44 dt f (I u(0)l”-2u(O), w> 44-4  (Iu(W-~U(~), v> VW. 
(1.61) 
580/5/z-10 
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I1 suffit de comparer (1.60) et (1.61) pour constater que 
(I Gw-240), VI NV - (I mI”-2v), VI SW) 
= (I uo r2fJo 3 4 VW - (x3 4 W) 
pour tout ZI E Csm(Q). Comme #(O) et #(T) sont quelconques et 
comme C,@‘(Q) est dense dans L,(O), on en deduit (1.55). 
(4) 11 reste h montrer que g = A(u). On remarque que 
(I 24;” [a-2z4;+1 - 1 Uk” y-2u;, 24;“) 
b & (II .z+l IL LK (n) - II %cn I[ m ($?)I 
= fcii I .i’l l”-2G+1 lfa,(n) - II I &cm I”-2%n IIf,,,,). 
Alors on obtient h partir de (1.25) en sommant de n = 0 112 = N - 1: 
En prenant la limite inferieure des deux membres de cette inegalite, 
on trouve g&e a (l/M), (1.50), et (1.55) 
(1.62) 
D’autre part, on deduit de (1.54), (I .55) et du lemme 1.2. 
f II Gv” L 
(Y 
(n) + [)v)dt = flboIE 
LI 
(sa) + f+Wt. (1.63) 
On conclue de (1.62) et (1.63) que 
s 
T  
(g, u) dt > IiTJnf /T(A(nk~X), nkuk) dt. (l*W o 
0 
Pour obtenir le resultat cherche, on utilise une technique desormais 
classique de [4]. Soit w  E L&O, T; WP1(sZ)); il resulte de (l&l), (1.45) 
et (1.64) que 
s 
T (g - A(w), u - w) dt > li&nf s: (A(nkuk) - A(w), Ilku, - w) dt > 0. 
0 
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Choisissons w = u - AT avec h > 0, q EL,(O, T; W,l(sZ)); on peut 
Ccrire 
s 
1 (g - A(u - hp), hq) dt 3 0 
d’oti en divisant par A. 
J 
-:(g - A(u - AT), q~) dt 2 0. 
En faisant tendre h vers 0, on trouve 
s T (g - -+4, ‘p> dt b0, v9, E-UO, T; f%‘P)) 0 
ce qui implique g = A(u). Le theoreme 1 .I est ainsi completement 
demontre. 
II. R~SULTATS GSNBRAUX D'EXISTENCE 
Dans la suite, nous allons nous affranchir de la condition restrictive 
01 < p + 1 en modifiant un peu la demonstration precedente. Nous 
serons conduits a construire des “solutions approchees” a l’aide d’une 
methode de differences finies implicites. Pour garder a l’expose une 
relative simplicid, nous ne ferons les demonstrations que dans le cas 
ou Q est l’intervalle IO, l[ de R(m = 1) mais les resultats seront vrais 
dans le cas d’un ouvert borne de R”, m quelconque. 
2.1. Un thkoort?me d’existence gt%znkal. 
TH~~ORBME 2.1. Soient 01 et p deux nombres re’els > 1. On con&d&e 
un nombre &eel /3 > 0 tel que /I > a -p - 1 et onposer = /?/(p - 1). 
Soient f et u,, deux fonctions telles que 
f ~-%,+,(o, T; K?,(Q)), df/dt EL,,(O, T; WT’(Q)), 
110 6 %YQ) n L+dQn). 
Alors il existe une fonction ?I satisfaisant b 
u EL@, T; @pl(Q)) n WA T; L+,Pn)), 
j u J6’k EL,(O, T; @(fl)), 
d,/dt( 1 u l(a-2)‘2~) E&(O, T; L,(Q)), 
(2.1) 
(2.4 
(2.3) 
(2.4) 
(2.5) 
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d/dt(j u l-224) E&(0, II’; W&Q)), (2.6) 
(2.7) 
u(0) = a40 . cw 
Remarque 2.1. Lorsque fl = 0, on retrouve le theoreme 1.1. 
2.2. Schkma aux da&&ences jbaies implicite 
On consider-e done le cas oh 52 = IO, l[ C R. Soit I un parametre 
entier > 0 destine a tendre vers + co et on pose h = l/(1 + 1). On 
designe par V, l’espace des suites wh = {ZIP E R, i = 0, 1 ,..., I + l> 
telles que ~a = v~+~ =\: 0. On munit V, du produit scalaire (,)h defini 
Par 
uh > vh E vh * (2.9) 
Si q est un nombre reel > 1, on considere les normes suivantes sur V, : 
I Vh 1h.P = (h i I vi ly,: 
i=l 
/I v, I/h,q = (h i 1 e’“lh- vi 13”” 
i=o 
(2.10) 
(2.11) 
On introduit Cgalement la norme duale 11 Ijzp de II jlh,* par rapport au 
produit scalaire (,)h , i.e., 
(2.12) 
Pour i = 1 ,..., I, on d&nit les fonctions mhi et hhi sur (0, 1) par 
We” = fonction caractbristique de ](z’ - S)h, (i + g)h[, (2.13) 
; [x - (i - l)h], x E [(i - I)h, ih], 
Ahi = f [--x + (i + l)h], 
0 aiIleurs, 
x E [ih, (i + l)h], (2.14) 
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et on pose si vh E V, 
n,v, = i vpsmh~, 
i=l 
(2.15) 
A,v, = i Vih,i. 
i=l 
On a Cvidemment IIhvh E L,(Q) et L&V, = @*l(Q) pour tout q >, 1. 
Soit N un paramittre entier > 0 destine a tendre vers + co ; 
on pose k = TIN et on designe par V,,,< l’espace des suites 
T+),~ = {vhn E V, ; n = 0, l,..., N}. Si v~,~ E Vh,k , on pose 
n,n,v,h~, = li$ftfl 
IIJ,v,,, = fl,v;+l ’ 
nk < t < (n + l)k, n = 0, I ,..., N - 1. (2.16) 
Apres ces quelques notations, nous allons pouvoir introduire le 
schema aux differences finies. Si p est un nombre reel > -1 et si 
v”h E Vh 7 on d&nit ~‘p(vuh) E V, par 
[P)~4%)li = Tdvi) = I vi lpvi 9 i = 0, l)...) I + 1. (2.17) 
On considere l’operateur non lineaire A, de V,, dans V, donne par 
[Ah(v*)li = - $ [I Vi+1 - Vi I’-‘(Vi+l - Vi) - 1 Vi - Vi-1 I”-“(Vi - Vi-l)], 
i = l,..., I. (2.18) 
Puisque f E L,~+,(O, T; W;!+,(Q)), il existe une fonction 
g E b+?@, c b+.“(Q)) 
telle que f = ag/ax et on definit frLn E V, , n = 0, l,..., N - 1, par 
(f(t), Ahuh) dt = - ; w+“’ I,, (g(t), & AA) dt- 
(2.19) 
Enfin a u,, , on associe u~,~ E V, par 
k&i = ; /I:;;;;: u,,(x) dx, i = I,..., I. (2.20) 
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On dkfinit alors une suite u~,~ E Vh,k solution des Cquations 
1 /&~-2(~~+1) - 9?%-2(~*n)l + &(4+1) = fh”, n = 0,l )...) IV - I, (2.21) 
u,,o = uO.h * (2.22) 
On vCrifie immkdiatement que, connaissant uhn E V,, , l’bquation 
(2.21) admet une solution unique Q1 E V, . Le problltme est mainte- 
nant de montrer que, lorsque h et k tendent vers 0, I7,J,u,. converge 
dans un sens convenable vers une fonction u solution de (2.3),..., (2.8). 
2.3. Rthltats prdliminaires. 
On remarque d’abord que pour tout wh E Vh et tout Q > 1 
11 nhvh & (n) = 1 *A 1h.p , ! I  nhvh ,L (n) < c/ VA IA.0 , (2.23) 
* P 
11 Ahvh I$, lcnj = ! I  wh I!h.c~ (2.24) 
P 
LEMME 2.1. On a pour tout vh E Vh et tout p > 0 
(2.25) 
11 Ah(vh) I&I < 11 vh II::; (2.26) 
Dtkonstration. Si v,, , w,, E Vh , on a 
(Ah(vh), wh)h = & i I Vi+1 - Vi lpm2(~i+l - Vi)(Wi+l - Wi) 
i-0 
ce qui entraine (2.26) d’aprb la dkfinition de la norme 11 I!z,p . D’autre 
Pa* 
[AA( v,(vh)]h = J& f- I vi+1 - Vi I’-‘(vi+~ - vi)(l vi+1 :‘~i*l - / Vi I’vi)* 
i-0 
Or on vCrifie aiskment que pour 4, 77 E R 
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LEMME 2.2. On a pour tout V~ E V, et tout p > 0 
II ‘pp(~h)llh.(p+P)/(P+l) < Cl!d~h)ll~)‘(“+p)P. (2.27) 
Dbmonstration. On a 
On vbrifie que pour .f, 7) E R 
x (l%,ll a-1)/D + I oi j~(v--l)lv)(P+P)l(~+l). 
Ainsi 
x (I ~~,p(41i+l)j~(P-1)/(pfl) + / ~~,p(DI)IP(P-l)I(P+l)). 
On trouve en utilisant 1’inCgalitC de HGlder 
Mais 1’inCgalitC de PoincarC dim-&e donne 
I 9%,Wlh., G Cl1 %/&h)llrr,P 
On en dCduit 
qui n’est autre que 1’inCgalitC cherchke. 
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LEMME 2.3. Soient (Y > 1 et p > - 1 deux nombres &eels; on a pour 
tout vh,k E Vh,k et n = 0, l,..., N - 1: 
h--2(4+1) - %&An)9 %b$+l))A 2 2 (I .;+l I;;t&p+p - I vAn lX:‘,p,,>, 
(2.28) 
b)a-2(s+1) - %&A?, .;+I - vAn)A 3 44 w4,z(~~+1) - 9)k43&A)l~.2 -
(2.29) 
Dbmonstration. C’est une conskquence immbdiate du lemme 1 .l . 
LEMME 2.4. On a pour tout vh E V, et tout q 3 1 
(2.30) 
Dbmonstration. On a 
Mais 
(AA~A 9 w, = @A , wA)A 
oh w,, E V, est don& par 
Wi = ; /;‘::: hAi W(X) dx, i = l,..., I. 
I 
On vkrifie ensuite facilement que 
LEMME 2.5. On a pour tout q > 1, tout p > 0 et tout oh E V, 
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Dbmonstration. 
(1) Prouvons d’abord d’inCgalitC (2.31). On a pour tout 0 > I 
I I Aava - 
IIava I0 dx 
R 
On obtient done si u = (p + 1) q 
I 
II fl ava - nava I ~c’~~,cD, d Ch* (h C 
j vi+l - vi p+m 
L) i=O ho 1. 
On vkrifie alors que 
On en dCduit 
II Aava - 17hva l~‘l+l~g~p~ < Ch 
I %@i+J - %Wl” l’* 
P h 
qui n’est autre que 1’inCgalitC cherchCe. 
(2) VCrifions ensuite 1’inCgalitC (2.32). On a 
= i 11”“‘” 1 ,+,‘pl [vi + 9 (vi+1 - vi)] %+p r dx 
i=0 *a 
= &-co I I vi+1 IDgVi+l - I Vi IpqV)i 1 ( Vi+1 - Vi /‘-le 
En remarquant que 
580/5/z-1 I 
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on trouve 
Ch go ( p$(witl)h- ‘pp(wi~ 1’ = c(( 9)p(Wh)ll;,q .
L’inCgalitt (2.33) se montre de man&e analogue. 
LEMME 2.6. On a 
(2.34) 
?S=O 
n=o 
(2.35) 
(2.38) 
Dhaonstration. Prouvons par exemple (2.34). On peut Ccrire 
IlfT IL = “yz Kfh.“, QJh I ,, wh Ilh,p 
1 r.n+1lR 
<x [I nk II &I$;,(*, qp’. 
On obtient done 
Les autres inCgalitCs s’obtiennent de faGon similaire. 
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2.4. Majorations ci priori 
PROPOSITION 2.1. Si uh,L E vh,k est la sohtion de (2.21) et (2.22), 
on a les majorations suivantes: 
(2.39) 
(2.41) 
Dkmonstration. Ces majorations s’obtiennent comme au para- 
graphe 1.5. On dCduit de (2.21) 
d’oti en appliquant les lemmes 2.1 et 2.3 avec p = 0 
On obtient pour tout E > 0 
1 &+l /;,a - 1 Uhn i;,a + ,‘(I - +/I .;+l llh”., < “c&fhn iit: 
et en sommant par rapport g n 
1 Uh8 I;., + a’(1 - r)k i II 4 K.z, < I ho IX., + a’0 y Ilfh” IIZ. 
TZ=l n=o 
Les inCgalitCs (2.34) et (2.37) entrainent alors (2.39) et (2.40). 
D’autre part (2.21) donne 
/I ; [‘PLx&;+~) - %-&hn)] ii:, < II Ah(“;+l)llh*,,p + ilfh” Ita 
et en appliquant (2.26) 
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d’oh 
k z; / ; hJa-z(u~+l) - P)a-z(%Tl~~~ 
La majoration (2.41) r&&e alors de (2.34) et (2.40). 
PROPOSITION 2.2. si uh,k E vh,k est Za solution de (2.21) et (2.22), 
ona 
ma I ahn IkafB < C, O<?lbN (2.42) 
k : II %3,&hnx,D d c. (2.43) 
7t=l 
De’monstration. On dCduit de (2.21) 
$ h4(4+1) - %-&3, %(4+1))h + (44”h %04+1))h = (fhn, %(4”))* 
d’oh en appliquant les lemmes 2.1 et 2.3 avec p = p 
Q II ~~(~~+l)llh.(p+s),(l+~)ll~~~ I h*.(D+aMl+I3) . 
Mais le lemme 2.2 utilisk avec p = /3 donne 
II ~~(U~+l)llh.(s+B)/(1+B) G C/I ~~/,(~;t+‘)l/~~~~)‘b+s)13: 
On obtient done pour tout E > 0 
car I/($ + y) = 1 - (1 + @/(p + B), d’oh en sommant par rapport 
Sin 
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11 suffit maintenant d’appliquer le lemme 2.6, inCgalitt!s (2.35) et 
(2.37), pour en dCduire la proposition. 
PROPOSITION 2.3. La solution u~,~ E Vh,k de (2.21) et (2.22) vh$ie 
D&monstration. Les estimations supplCmentaires (2.44) A (2.46) 
s’obtiennent comme au paragraphe 1.5 (cf. (1.38) B (1.40)). On utilise 
alors les lemmes 2.1 et 2.3. 
PROPOSITION 2.4. Si uh& E Vh,k est la sohtion de (2.21) et (2.22), 
on a: 
ZIglh~h,k r&e borne’ darzsL,(O, T; W,l(Q)) et dunsL,(O, T; Lar+#)); (2.47) 
IlklIh qK reste born& dans L,(O, T; Lol+,#2)); (2.48) 
A(~kAhuhpk) reste borne’ duns Z&(0, T; H’;‘(Q)); (2.49) 
pel,(17kAhuh,k) reste burn6 duns L,(O, T; mD1(f2)); WV 
~J~,,(I~J~~u,,,) reste borne’ duns L&O, T; L,(Q)); (2.51) 
P)(~-~)&~J~~u~,~) reste borne’ duns L,(O, T; L,(Q)); (2.52) 
Vky(rr--P),2(17k17h~h,le) reste borne’ duns L,(O, T; L,(Q)); (2.53) 
q~,-,(~,u,~) reste borne’ duns L,,(Q); (2.54) 
l7&,y,-,(u,,,) reste borne’ dans L,(O, T; L,+Q)); (2.55) 
V,IIk.4h~,-,(uh,k) reste born6 duns L,(O, T; WG1(Q)). (2.56) 
Sil <or<2,onadeplus 
~[(e+B)l(u-l)e~--1[~~h~~--2(~h,k)l reste born& duns L,(O, T; ~91(QD (2.57) 
Si 01 3 2, on a 
~,~,(l7,A,u,~,) reste borne’ duns L,(O, T; L,,(Q)); (2.58) 
Vk~a-,(17kAhuh,k) reste borne’ duns L,(O, T; W,?(Q)); (2.59) 
~[(9+8),(a-l)‘p~--1E9)or--2(17~~h~h,k)l me born6 duns L,(O, T; @‘DICQn>>. (2.W 
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Dkmonstration. 
(1) Les assertions (2.47) B (2.49) resultent de (2.23), (2.24), (2.42) et 
(2.44). La propriM (2.50) s’obtient h partir de (2.43) et du lemme 2.5 
(intgalitC (2.32) oh p = /I/p, q = p) tandis que (2.51) dtcoule de 
(2.43) et de 1’inCgalitC de PoincarC disc&e. Ensuite (2.52) et (2.53) se 
dCduisent de (2.39), (2.45). Les propriMs (2.54) et (2.55) rhultent 
Cgalement de (2.39). E n fi n on dCduit (2.56) de la majoration (2.46) et 
du lemme 2.4. 
(2) Supposons 1 < 01 < 2. Alors (p + p)/(a - 1) p > 1 et on a 
en vertu du lemme 2.5 [inCgalitC (2.32) oh p = (p + /I)/((cx - 1)~) - 1, 
4 = PI 
II ~I(~+s),(.-l)~l-l[=-~(~a,~)ll~~(O,T;IY 
?, ‘(n), 
G cl? 2 II 9)[(9+s),G-1)91-1[~.-z(~an)llIE,n, d Ck f II %9,,(%“)llf., 
n=l n=l 
ce qui donne (2.57) d’aprks la majoration (2.43). 
(3) Supposons 01 > 2. Alors l’assertion (2.58) est une consCquence 
immCdiate de (2.39) tandis que (2.59) rhulte de (2.46) du lemme 2.5 
(inCgalitC (2.33) avec p = 01- 2 et q = p). Enfin 
~[(9+s),(a--1)~1--l[P)or-~(~~~aUa,k)l = Pd~Ja~a,k) 
et (2.60) n’est autre que la propriM (2.50). 
2.5. Dbmonstration du thtkrdme 2.1. Passage h la limite 
(1) On dCduit de la proposition 2.4 que, de la suite (u~,J, on peut 
extraire une sous-suite not&e de la mCme faGon telle que 
lIJaua.k -+ u dans L,(O, T; FVD1(sZ)) “weak-star” 
et dans L,(O, T; L,+,(Q)) “weak-star”; (2.61) 
lI,IIaua,, + u* dans L,(O, T; &+&2)) “weak-star”; (2.62) 
A(I7J+& + g dans L,(O, T; W&J)) “weak-star”; (2.63) 
~~~-2),z(I7flaua.J -+ w dans L,(O, T, L&2)) “weak-star”; (2.64) 
Vkv(m-n),z(lTJ7aua,k) + dw/dt dans L,(O, T; L,(Q)) faible; (2.65) 
,,-,(IIauaN) -+ x dans L,@) faible; (2.66) 
pB,D(nJaua,rJ + 2 dam &#A T; @s’(Q)) fdble; (2.67) 
~,mWflaUa.d + + dam Wt T; LG’)) faible. (2.68) 
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Remarquons que u.+ = u car nkcessairement lId,~,,~ et 17k17huh,k 
ont m&me limite faible. Distinguons maintenant deux cas suivant que 
a est < 2 ou est > 2. 
(a) 1 < 01 < 2. On peut supposer que 
171eAhp)a--P(uh,k) -+ et dam L,(O, I’, L,,(Q)) “weak-star”; (2.69) 
V,I7,d,y,-,(u,,,) -+ dw/dt dam L,(O, T, HJ’~~(SZ)) “weak-star”. (2.70) 
On va appliquer le lemme 1.4 avec 
s = iv , / 21 ,[b+sMa-M-1 
CJ E %J’P>>, 
Alors, puisquep + p > cy - 1, {ZJ 1 er E S, M(V) < l> est relativement 
compact dans L(P+B~~~or--l~(Q). On prend done I3 = LtP+B),(rr--l)(Q) et 
II, c W&2), B, c L (P+B),(o--l)(Q) avec injections continues et on pose 
vk 
n=/j 
h%-2(%lE) 
On dCduit des estimations (2.56), (2.57) et du lemme 1.4 que 
nkAhP)a-P(Uh.k) - v dam &do, T ;  L (p+~~,~dQ)) fort et P.P. dans Q x IO, U. 
(2.71) 
Mais il rksulte du lemme 2.5 [inCgalitC (2.31) appliquke avec 
P = (P + B)/(a - UP - 1 et Q = PI que 
ITkAk%-&h.k) - nkni&%-2(uk,k) - 0 dans 440, T ;  L(a+o~~(a-l@N fort, 
(2.72) 
d’oh quitte d extraire une nouvelle sous-suite. 
nkh%--B(Uh.k) = %-dnknhuk,k) -+ YJ dans JUO, T ;  L(p+~~~(.-lGN fort 
(2.73) 
et p.p. dans D x IO, T[. 
La fonction 5 --+ 1 5 ja-2e Ctant monotone, (2.62) et (2.73) entrahent 
v = 1 24. yh. (2.74) 
De mCme, on tire de (2.64), (2.73) et (2.74) 
w = 1 u jww, (2.75) 
puis de (2.68), (2.73) et (2.74) 
z* = 1 u pk. (2.76) 
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Enfin, puisque d’apres le lemme 2.5 [inegalite (2.31)] utilisee avec 
p = /?/p et q = p) et la majoration (2.50), on peut supposer que 
nkAhuh.k - &nhuh.Ic -+ 0 p.p. dans 52 x IO, T[, 
et puisque 
l7J&u,,, --f u p.p. dans 52 x IO, T[, 
on deduit de (2.67) 
z = 1 24 pu. (2.77) 
(b) 01 2 2. On utilise cette fois (2.58), (2.59), (2.60) a la place de 
(2.55), (2.56), (2.57) respectivement. On peut alors supposer que 
+#&&,uh,,) + w dans L&O, T, L,*(Q)) “weak-star”; (2.78) 
VKtpa+#7~h~h,k) -+ dvjdt dans I&(0, T, Wi$Q)) “weak-star”. (2.79) 
On applique alors le lemme 1.4 comme precedemment avec cette fois 
vkn = %-2(4llhn)* 
On obtient de la mCme facon (2.74), (2.75), (2.76) et (2.77). 
(2) On a ainsi prouve que u satisfait aux conditions (2.3), (2.4), (2.5) 
et (2.6). On verifie comme au no 1.6, points 3 et 4 que 
d/WI u Pu) + g = f, (2.80) 
u(O) = 43 , u(T) = I x Ia’-“x9 (2.81) 
g = A(u). (2.82) 
Seuls quelques details techniques supplementaires s’introduisent dans 
ces verifications (cf. [5], NO 3.2 par exemple). Ceci achke done la 
demonstration du theoreme 2.1. 
2.6. Etude du cas a > 2. 
Lorsque ;Y est > 2, il est possible d’affaiblir quelque peu les 
hypotheses faites sur les don&es f et u0 . On a en effet le 
TH~ORBME 2.2. Soient a et p deux nombres Gels tels que 01 > 2, 
p > 1. On considhe un nombre r&eel j3 2 (a - 2) p et on pose 
Y = IWP - 1). 
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Soient f et u,, deux fonctions telles que 
f E -k+Ya T; KLm, (2.83) 
uo E L+,W (2.84) 
Alors il existe une fonction u satisfaisant ci 
u GG4 T; %XQ)> n L(O, T; L,(Q)), (2.85) 
I u /n-224 EL,(O, T; rv$2)), (2.86) 
j 24 p?4 E&(0, T; bQ(A-2)), (2.87) 
d/cql u /+-2u) E&(0, T; W,;'(Q)), (2.88) 
(2.89) 
u(0) = 110 . (2.90) 
Remarque 2.2. Soit V = WP1(sZ) n L,(Q); puisque /3 > (a - 2) p 
et que u EL&O, T; L+@)), on a I u l”l-2~ EL,(O, T; L,(Q)). On 
deduit alors de (2.86) et (2.88) que 
/ u l-224 EL,(O, T; V), d/&(1 u p2u) EL,,(O, T; V') 
ce qui entraine d’apres [3] 1 u laA2u E CO([O, T]; L,(Q)) d’oh 
Ainsi toute fonction u verifiant (2.85),..., (2.88) est (p.p. Cgale a) une 
fonction continue de [0, T] dans L,(Q). 
Remarque 2.3. Si /I est 3 (01 - 2)p, le theoreme 2.1 devient un 
resultat de regularit& pour toute solution u donnee par le theoreme 2.2. 
Indiquons rapidement la demonstration de ce theoreme. On utilise 
encore la methode de discretisation du no 2.2; les propositions 2.1 et 
2.2 sont Cvidemment valables. En passant a la limite comme prCcC- 
demment, on trouve une fonction u satisfaisant a (2.80), (2.81), (2.85), 
(2.86), (2.87), (2.88). On deduit alors de la remarque 2.2 que 
u E C”([O, Tl; L(Q)) t e on peut appliquer le lemme 1.2 pour montrer 
que g = A(u). 
Remarquons que, dans le cadre du theoreme 2.1, l’estimation 
supplementaire d/dt( I u lare2u) EL,[O, T; L.,(Q)] nous Ctait necessaire 
pour prouver l’appartenance de u a CO([O, T];L,(Q)), ce qui nous 
conduisait a faire des hypotheses de regularite sur f et u. . Ici par 
contre, pour 01 > 2 et /I > (a - 2)p, cette propriM de continuite est 
obtenue directement. 
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